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De I'Equation d’Einstein aux OG

e La linéarisation de 'Equation d’Einstein

Ricci’s tensor
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A false-friend equation...

Gy = kTm,
1
Ruv o EguvR
Ruv = Rﬁav R = g”va,

u,Bv = aﬁ w — Oy F aﬁ w 9 up

.

1
[ys = Egya (0agsp + 089as — 0s9ap)
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Special relativity: Lorentz transformations

e Galilelan transformations e |Lorentz transformations
;L Va ct' = y(ct — Bx)
t,—_t t x' =y(x — Bct)
x’ =x—vt y' =y
y =Yy yA 72! =7
7' =z

e Do not respect
equivalence principle 1%

e Maxwell equations not p=—-<1
invariant Vv 1
e Need a preferred frame p q > . > 1
of reference/medium for S x’ Y= \/ﬁ =
light propagation B
S > .
e Maxwell equations are
X invariant
e Speed of light is the same in
any frame
1)
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Special relativity: spacetime interval

Given two spacetime events A = (cty, X4, Vg, Zg) and B = (cty, xp, Vp, Zp) and
defining A(ct) = ct, — cty, Ax = x, — x4, etc...

As? = —A(ct')? + Ax'"* + Ay’2 + Az'% =
= —y2(cAt — BAx)? + y2(Ax — BcAt)? + Ay? + Az? =
.= —C2At? Yt (1 — %) + Ax? y2(1 — B?) + Ay? + Az? =
—A(ct)? + Ax? + Ay? + Az?

Invariant!

As? < 0: spacelike interval
As? = 0: null interval
As? > 0: timelike interval
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Special relativity: the metric

Infinitesimal interval (line element)

5s% = —=65(ct)? + 6x?% + 8y? + 6z2

-1 0 0 0\ /dct
, 0 1 0 o[ éx )| o4 b
8s= = (8ct, 6x,8y,62) 0 0 1 0 5y —Sx Uab59‘5““,~
0 0 0 1/ \6z

Einstein’s summation
convention
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Curved spacetime: the ingredients

e Space

e 4-D manifold M

¢ Set of points (space) that can be
continuously parametrized

¢ Dimension: number of parameters

needed

¢ Spacetime: continuous and

differentiable

e The parameters are called coordinates:

¢ Chart: coordinate system that maps a
portion of M into a portion of R*

p— (XO,Xl,Xz,X3) = xa
¢ Atlas: a collection of overlapping charts
that cover M

M -

R

Metric

Specifies the distances between
Infinitesimally separated points

Determines the local “geometry”
of the manifold
¢ Itis a function of the point p

(pseudo-)Riemannian geometry:
ds? = g,p(x) dx® dxP
¢ g,p(x) can always be chosen to be
symmetric (any antisymmetric part
has no effect on ds?)

1)
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Proprietés de la métrique

e Pour un espace vectoriel V la métrique est une
fonctionne g : V XV — R que:

¢ g est bilinéaire
¢ g est symétrique g(v,w) = gw,v) = g,y = Gvy
¢ Non degénéré:si g(v,w)=0 Vw - v=0

¢ In a basis {e}; the components are: | g, = g(e,, €,)
therefore: g(v,w) = g, v*W#

¢ Non dégenéré - inversible - linverse est g*v

¢ Loi de transformation aprés un changement x#* — x'#
dxP 0x°

dx'* ox'v

gudxtdxY = g’ dx"*dx"V - g’ ), = 9o
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Notation utilisé

e Métrigue plan

‘ 77,uv — (_; +J +; +) - T]ﬂv =

e Cordonnées
¢ xt = (ct,x,y,2)
e Dérivés

1

. :(a ,a’a’a)_)a,i:(_ 0 ’a’a’a)_)
K cot’ ox’ 9y’ az cot’ ox’ 9y’ az
U —
— 0 aﬂ =0
LM "o D8 (@) o



Scalars and Vectors

e Scalar e \ector
e Scalar field e A generic curve C 2)
¢ Itis any application: x*=X% 1) T€ER o

S: M - 1R Y
that associates a real number S(p)
to any pointp € M.
e Transformation rule
¢ Under a coordinate transformation
x% - x'"%(x)
a scalar field transforms as
§5'(x") = S(x)

The tangent vector

¢ Itis an operator of the point p
that associate to every scalar field f
df| < of aX®

v(f) =47 9x2 07
C  a=0 .

The basis vectors d,,
are the tangent vectors
toC,.v=v%a,

Transformation rule
3

oz’ | oz'*
z"“(.r’) — Z — 1:"'*(;1') = - 1r'j(.1')
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Que sont les T,

e Les symboles de Christoffel servent a connecter
les bases de vecteurs {e}; définis sur deux
points differents de I'espace courbé

¢ I'a 3indices parce que il y a 3 vecteurs: les2 e et le
déplacement §x
Y A

§6q =Typ8,6xF > 0péy =T, 58,

a

(é, est un vecteur: é,, é,, ..., éy sont tous de vecteurs et N est la
dimensionnalité de I'espace. Un vecteur V peut s’écrire comme V¢ ¢é,)

e Dont la dérivé covariant (D ou V) d’un vecteur:
vu que dgV = (9V*)é, + V*(dp8,) alors on défini:
VgVY = 0pVY + T,V

3)
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Que sont les R*,;5,, R, €L R

e Le tenseur de Riemann R% 5, sert a quantifier la
non-commutativité de la dérivé d’'un vecteur dans un
espace courbe

¢ Pour une manifold sans torsion Iy, =T}, © 038, = 0,8

et V,I,®&="V,® oud estun scalaire

¢ Le commutateur (7,7, — ¥,,) d’un vecteur V dois avoir 4
indices: 1 parce que il dois étre proportionnel a V et 3 sont

'indices du commutateur sur V:
(7% — RV )V* =R*;,,VF ou (7,1, — BV )V, = —RF ., V3

3)
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Que sont les R*,;5,, R, €L R

e Le tenseur de Ricci R, sert a quantifier le
changement d'un volume qui se déplace selon un
courbe C(A)
¢ VU que on peut demontrer que

Juv = Nuv — %Ruavﬁxaxﬂ +0(x?)
alors le volume élémentaire est:

Jdet(g) = <1 — %Raﬁxaxﬁ> Jdet(n)

¢ Lelong la courbe C(1):

dguv
= —ZRW
C’est intéressant de remplacer A par le temps propre t 4), 5)
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Que sont les R*,;5,, R, €L R

e Le scalaire de Ricci R sert a quantifier la courbure de
I'espace en considérant la surface d'une sphere

¢ Pour un espace 3- D on a:

— Jim 18 A(p)
p—0 p? 4TTp?
ou p est le rayon de la sphere et A(p) est la surface de la
sphere. Pour un espace 2-D le 18 devient 12 et le

dénominateur devient mp?

4)
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La solution de I'équation d'onde homogene

Oh,, =0

UV

Propagation selon 'axe z

0 O 0 O
0 h h 0 z o
TT _ + X - — . plkgX
hy = 0 h, —h, 0 COS [w (t c) + cp] e,y e
0 uv

X
0 0O O

ke = (%E)
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Un operateur tres utile: le tenseur A

e Pour une OG hy, hors de la source et dans la gauge
de Lorentz:

¢ hiTjT = Njj imhim
e Définition
1
¢ Ayjim = PuPym — 5 PijPun
¢ Pl](ﬁ) = 511 — Tlile
e Sin=(00,1) (etdonc k =(0,0,k))
1 0 O a c¢c 0 .
QPij= 0O 1 0),emm=1|\cC b 0 ,eng:elm—Tl
0 0 O 0O 0 O

MM)
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La solution TT gauge plus génerique

h,p,(t — " N A —2mi f (t—@)
ab 'r) — df dcos6 d(p hA(f) 01 (p) €ab (91 (p) e ¢

A=+,X

e Les détails a retenir
¢ ab indiquent les 2 indices des polarisations e, ete};,

¢ TT n'est pas plus utilisé vu que ab indique le méme
concept

¢ hg, est réel, par contre h, est complexe
¢ Les fréquences négatives indiquent que h,(—f) = h%(f)

¢ Plusieurs OG viennent de différents (8, ¢) sont
considérees

¢ 7 est définis par (6, ¢) MM)
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La solution de I'équation avec la source

_ 161G

Ohy, =—

T,
4w

e La solution se base sur les fonctions de Green
16nG
j d*x' G(x —x") - T, (x")

Euv (x) =

¢ De I'équation homogene:

G(x —x') = - —7 (e —x"°)

= !

X —X

41T

_
, (t,_|f—x'| —;>
X—x s ¢ '

Et donc

B (6,%) = de '

MM)
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Séparation entre ondes and background

e Les OG courbent I'éspace-temps
¢ 9,y =N +hy,, estimpossible de l'utiliser

+ h
w i Turv T v

//g_w/—
¢ Séparation entre echelle de temps ou de longueur
donde g,, = guv + hyy
e Les tenseurs “effectifs” (4,,,)

¢ |l s’agit d'un integration sur plusieurs periodes de
'0G A4,, = (4

up)
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L'eéquation d’Einstein pour le background

= 1 2
Ry = Ry, + R + R +0(h?)

e Le tenseur energie-impulsion t,, des OG est:

ct 1 After a long manipulaiton
t =—— | RP_ —g R(2)) —  of the terms and considering
Hv 8mG\ H 29V integration by parts too
C4-
— . af This is invariant by coordinate
321G <a“h“ﬁ dvh ) transformations
c? . .
too = h% + ks
00 16nG< ++hk)
MM)
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